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编者按: 这是一篇从各方面看都很不错的论文。用乘客出行时常考虑的四个指标，分别构成字典序来选择

出行路线，所建立的两个模型、相应的算法及数据结构都比较恰当。六个实例的计算准确无误，

第三问建立的规划模型和算法基本可行，但将一个地铁站周围可以换乘的几个公汽站视为一点的

做法欠妥。

摘 要: 本文将题中的直行、环行线路信息分别抽象，以MATLAB软件中元胞数组为载体储存直达数据

库Q，针对用户不同需求（换乘次数、总耗时、总费用、转站车辆是否始发）构成不同非负有向

赋权图和相应的权矩阵，建立多目标线性规划模型求解。为使算法的空间、时间复杂度相对平

衡，在求解换乘次数小于等于2次的时候采用线路相交算法
[5]
来计算可行方案，换乘次数大于2次

时采用邻接算法或线性规划法求解。最后把各目标下求得的出行路线方案集以字典序方式输出至

用户终端。

关键词: 非负有向赋权图 邻接算法 字典序

分类号: AMS(2000) 90C11 中图分类号:0221 文献标识码: A

1 问问问题题题重重重述述述（（（略略略）））

2 模模模型型型假假假设设设

1）不存在重名站点，且只有同名站点允许换乘（利用地铁站除外）；
2）各路径发车频度相同，并且不考虑交班时段；
3）环行线路双向行驶，在车过终点后不另行收费；
4）始发站、终点站出入地铁站需要步行4分钟；
5）地铁站周围任意公汽站点间步行耗时2分钟；
6）用户对步行时间与乘车时间等同看待。

3 问问问题题题分分分析析析

3.1 不不不同同同公公公汽汽汽线线线路路路抽抽抽象象象

根据题中原始数据信息，将线路分三类（上下行经过站点相同、环行线、上下行经过站点

不同），下面对这三种线路进行数据处理：

1）））上上上下下下行行行经经经过过过站站站点点点相相相同同同

这种线路虽然上下行经过站点相同，但线路的方向不同，下行线和上行线需要抽象为两条

有向线路：
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Figure 1: 上下行经过站点相同抽象示意图

2）））环环环行行行线线线

本文假设环形路线为双环（双向行驶），所以在对这两条线路进行抽象时，为保证任意两

站点距离最近，需要把每条线路抽象为4条有向线路：
−−−−→
ABCD、

−−−−→
ADCB、

−−−−→
CDAB、

−−−−→
CBAD

A

B

C

D

Figure 2: 环行线抽象示意图

3）））上上上下下下行行行线线线经经经过过过站站站点点点不不不同同同

由于下行线与上行线经过站点不同，该种线路显然需要抽象成两条有向线路处理：
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Figure 3: 不同过站上下行路线抽象示意图

3.2 “““直直直达达达数数数据据据库库库Q”””的的的建建建立立立

Cell{1,1} Cell{1,2} 

   

L001 2 27 

L076 3 18 
 

Cell{1,3} 

Cell{2,1} Cell{2,2} Cell{2,3} 

 

Figure 4: 元胞结构示意图

上图中Cell{1, 2}代表Q中第1行第2个元胞（即从站点S0001到站点S0002的直达公交线路信
息），元胞中队列的每一行代表一辆直达车信息。
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3.3 最最最少少少换换换乘乘乘次次次数数数的的的确确确定定定

1）））直直直达达达线线线路路路数数数矩矩矩阵阵阵

统计Q中各站点间直达线路数可以建立A = (aij)N×N，N表示站点数目，矩阵元素aij表示

第i个站点到第j个站点直达线路数n，其中，当i = j时为无效路径，设定值为0，即：

aij =
{

n (i 6= j)
0 (i = j)

2）））换换换乘乘乘线线线路路路数数数矩矩矩阵阵阵

直达矩阵A为N × N阶方阵，矩阵的2次幂中元素表示任两站点间通过1次转乘的路线
数A2 = A ·A；以An表示方阵A的n次幂，Akj为站点k → j的直达线路数，则：

An
ij =

N∑
k=1

An−1
ik ·Akj (i, j = 1...N ;n > 1)

3）））最最最少少少换换换乘乘乘次次次数数数矩矩矩阵阵阵

矩阵B = (bij)N×N表示从站点i → j必要的最少换乘次数

bij =
{

min
{
n|An

ij 6= 0, n ∈ N∗}− 1 (i 6= j)
0 (i = j)

基于最少换乘次数矩阵B，可确定题中给出的6条实例线路最少换乘次数分别为1、2、1、
1、2、1次，若同时考虑公汽与地铁第六线改变为0次。

4 模模模型型型I的的的分分分析析析与与与建建建立立立

4.1 权权权矩矩矩阵阵阵定定定义义义

引用图论相关知识，将题中所提供的公汽网络抽象成一个非负有向赋权图
−→
G = (V, E, W )

,
−→
G 中的每个顶点为每个不同的站点, 如果从

−→
G中的顶点vi到vj 有直达路线，那么这两点之间存

在有向边, 记做(i, j) ∈ E ，方向为从i 指向j，相应的有w(vi, vj) 称为该有向边的权，这样公汽
网络就抽象为一个有向赋权图。赋权图中的权可根据不同的目标进行定义，分别定义为：

时间：W t = (tij)n×n，其分量 tij =
{

t(vi,vj) 站点vi至站点vj的直达时间

+∞ 无直达线路

费用：W p = (pij)n×n，其分量pij =
{

p(vi,vj) 站点vi至站点vj的直达费用

+∞ 无直达线路

始发：W f = (fij)n×n，其分量fij =
{

f(vi,vj) 站点vi至站点vj的直达线路是否在vi始发

+∞ 无直达线路
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4.2 目目目标标标分分分析析析

目目目标标标一一一：：：换换换乘乘乘次次次数数数最最最少少少

基于4.1节有向赋权图，引入0-1决策变量xij表示弧(i, j) 是否在起点s与终点e的路上，则：

xij =
{

1 弧(i, j)位于vs → ve的路上

0 ELSE

换乘次数最小可表示为：

Min
∑

(i,j)∈E

xij − 1 (1)

目目目标标标二二二：：：行行行程程程总总总时时时间间间最最最短短短

行程总时间=始发等待时间+乘车总时间+公汽换乘时间：

Min 3 +
∑

(i,j)∈E

tijxij+ 5


 ∑

(i,j)∈E

xij − 1


 (2)

目目目标标标三三三：：：行行行程程程总总总费费费用用用最最最少少少

统计Q，建立qij表示i → j车辆属性，qij =
{

1 表示单一票制1元
2 分段计价

统计Q，建立sij表示i → j过站数目，那么i → j直达费用表示为：

pij =





1 qij = 1
1 qij = 2, sij ∈ [1, 20]
2 qij = 2, sij ∈ [21, 40]
3 qij = 2, sij ∈ [41,+∞]

行程总费用最少：

Min
∑

(i,j)∈E

pijxij (3)

目目目标标标四四四：：：转转转乘乘乘车车车辆辆辆始始始发发发最最最多多多

Max
∑

(i,j)∈E

fijxij (4)

4.3 约约约束束束分分分析析析

约约约束束束一一一：：：换换换乘乘乘次次次数数数约约约束束束

基于对目标一的分析，可得在有向赋权图中换乘次数表达式，以c 表示乘客所能接受的最
大换乘次数，换乘次数约束可表示为：

∑
(i,j)∈E

xij − 1 ≤ c

(c ∈ N∗)

(5)
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约约约束束束二二二：：：最最最短短短路路路起起起讫讫讫点点点约约约束束束

在图
−→
G中路过点分为“起点”、“中间点”、“终点”三类，起点只有出边而无入边，中

间点既有入也有出边，终点只有入边。

n∑

j = 1
(i, j) ∈ E

xij −
n∑

j = 1
(i, j) ∈ E

xji =





1 (i = s)
−1 (i = e)
0 (i 6= s, e)

(6)

4.4 模模模型型型I的的的建建建立立立

基于本节4.1∼4.3分析，以式(1)∼(4)为目标，式(5)、(6)为约束，建立线性规划如下：

Min
∑

(i,j)∈E

xij − 1

Min 3 +
∑

(i,j)∈E

tijxij+ 5


 ∑

(i,j)∈E

xij − 1




Min
∑

(i,j)∈E

pijxij

Max
∑

(i,j)∈E

fijxij

S.T.





∑
(i,j)∈E

xij − 1 ≤ c

n∑
j=1

(i,j)∈E

xij −
n∑

j=1
(i,j)∈E

xji =





1 (i = s)
−1 (i = e)
0 (i 6= s, e)

xij ≥ 0 (i, j) ∈ E

5 模模模型型型II的的的分分分析析析与与与建建建立立立

5.1 公公公汽汽汽、、、地地地铁铁铁网网网简简简化化化

根据题意，地铁站周围存在多个相邻公汽站点，但并未给出具体位置情况，站点间步行时

间难以确定，为使问题得到简化，本文将这些可互换的紧邻站点抽象为一个站点。

Figure 5: 紧邻站点抽象示意图

在以上假设条件下视地铁同公汽，可以建立公汽、地铁直达数据库QD。
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5.2 部部部分分分目目目标标标分分分析析析

行行行程程程总总总时时时间间间最最最短短短：：：

1）乘车时间：
∑

(i,j)∈E

tijxij

2）设Zij = 3表示i → j最短直达为公汽（也表示始发乘坐公汽等待3分钟）,Zij = 2为地
铁（也表示始发乘坐地铁等待2分钟），总等待时间：

T1 =
∑

(i,j)∈E

Zijxij

3）步行时间：
首先，将相同车型换乘、不同车型换乘的步行时间，一同视为2分钟：

Ta = 2


 ∑

(i,j)∈E

xij − 1




出现不同车型换乘，步行时间增加4分钟（图6中虚线表示地铁，空心圆表示地铁站）：

Tb = 4
∑

Zij=2
(i,j)∈E

xij

2 2 2 2

2 2 4

22 2 2

Figure 6: 不同车型换乘示意图

地铁换乘地铁是不同车型换乘的特例，且只可能在D12与D18换乘，出现这种情况在基础
上减少步行时间4分钟

Tc = 4
(
Y D12 + Y D18

)

2 2 2 2
2,2 22

-2,-2 4

2

Figure 7: 地铁间换乘示意图

若始发乘坐地铁转公交到达终点，需要增加时间2分钟：

Td = 2
∑

i=s,j 6=e
Zij=2
(i,j)∈E

xij
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若始发乘坐公交转地铁到达终点，也需要增加时间2分钟：

Te = 2
∑

i 6=s,j=e
Zij=2
(i,j)∈E

xij

总步行时间T2 = Ta + Tb − Tc + Td + Te

综上，行程总时间（总等待时间+总步行时间+乘车时间）最短表示为：

Min T1 + T2 +
∑

(i,j)∈E

tijxij (7)

行行行程程程总总总费费费用用用最最最少少少：：：

统计QD，建立qij表示i → j车辆属性：

qij =





1 表示单一票制1元
2 表示分段计价

3 地铁线路

统计QD，建立sij表示i → j过站数目，那么i → j直达费用表示为：

pij =





1 qij = 1
1 qij = 2, sij ∈ [1, 20]
2 qij = 2, sij ∈ [21, 40]
3 qij = 2, sij ∈ [41,+∞]
3 qij = 3

行程总费用= 正常票价和− 地铁间换乘减少的费用。

Min
∑

(i,j)∈E

pijxij − 3(Y D12 + Y D18) (8)

5.3 地地地铁铁铁间间间换换换乘乘乘约约约束束束

地铁间换乘只可能出现在站点D12、D18，设变量Y D12、Y D18表示是否地铁间换乘，考虑

到模型规模非常大，可构建如下线性约束关联主变量xij：

∑
j=M

Zij=2
(i,j)∈E

xij ≥ Y M ,
∑

i=M
Zij=2
(i,j)∈E

xij ≥ Y M

Y M ≥ 0 , M = D12, D18

(9)

考虑到不可能二次换乘地铁，建立如下约束：

Y D12 + Y D18 ≤ 1 (10)
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5.4 模模模型型型II的的的建建建立立立

基于前文分析，以式(1)、(7)、(8)、(4)为目标，式(5)、(6)、(9)、(10)为约束，建立线性
规划模型如下：

Min
∑

(i,j)∈E

xij − 1

Min T1 + T2 +
∑

(i,j)∈E

tijxij

Min
∑

(i,j)∈E

pijxij − 3(Y D12 + Y D18)

Max
∑

(i,j)∈E

fijxij

S.T.





∑
(i,j)∈E

xij − 1 ≤ c

n∑
j=1
(i,j)∈E

xij −
n∑

j=1
(i,j)∈E

xji =





1 (i = s)
−1 (i = e)
0 (i 6= s, e)

xij ≥ 0 (i, j) ∈ E

∑
j=M

Zij=2
(i,j)∈E

xij ≥ Y M

∑
i=M

Zij=2
(i,j)∈E

xij ≥ Y M

Y D12 + Y D18 ≤ 1

Y M ≥ 0 M = D12, D18

6 模模模型型型求求求解解解

6.1 邻邻邻接接接算算算法法法

邻接算法是标准Dijkstra算法的一种扩展，主要是在换乘时需要计算不同的换乘时间与费
用；算法中的距离

∗
根据不同目标，表达式略有不同。

Step1：载入对应权矩阵，输入起、终点s、e；

Step2：若最少换乘矩阵B(se) = 0，输出直达线路方案并结束程序；

Step3：若B(se) = 1，采用线路相交法[5]
计算一次换乘方案记录为P；

Step4：初始化V = {s}，有序链表U = {u1...un}中包含除s外的所有其他顶点，U中顶点按
边的权大小升序排列；

Step5：从U中选取第一个顶点k（顶点s到k的边权最小），把k加入V中；

Step6：以k为新考虑的中间点，修改顶点s到U中各顶点的距离∗
：若从s到u(u ∈ U)的距离∗

比原来小，则修改到达u的距离∗
，添加k至路径内；

Step7：出现2次以上转乘方案从s到达e时：与对应P比较，若1次换乘距离∗
最短则结束程

序，输出P；否则，重复(5)和(6)直到V包含所有顶点。
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6.2 线线线性性性规规规划划划法法法

文中(4.4)、(5.4)节建立了线性规划模型I、II，本文在Lingo软件环境下求解，得到了各目
标的全局最优解见(6.3)、(6.4)。

6.3 模模模型型型I求求求解解解结结结果果果

Table 1：模型I乘车方案表(总耗时包括始发等待时间3分钟)

S3359 

 

S1828 

1* 104 S1784 L436 L167 0 3* 

1 140 S2364 L469 L217 1* 3

2 67* S3697 S1784 L484 L485 L167 0 3

S1557 

 

S0481 

2* 109 S1919 S3186 L084 L189 L460 0 3* 

2   130 S1919 S0417 L084 L497 L460 1* 4 

3   102* S1919 S3186 S903 L084 L189 L091 L239 - 4 

S0971 

 

S0485 

1* 131 S2184 L013 L417 0 3* 

2 106* S2517 S2159 L013 L290 L469 0 3 

2 124 S2324 S2482 L013 L132 L417 1* 4 

S0008 

 

S0073 

1*   86 S2263 L355 L345 0 2* 

1   131 S3915 L463 L118 1* 2 

2   70 S1691 S2184 L198 L290 L345 0 3 

4 62* S3766,S2085,S483,S525 L198,L476,L17,L328,L103 - 5 

S0148 

 

S0485 

  2* 109 S0036 S2210 L308 L156 L417 1* 3 

  3   105* S3604 S2361 S2210 L308 L81 L156 L417 - 4 

S0087 

 

S3676 

  1*   68 S3496 L454 L209   0 2* 

  2   49* S0088 S0427 L021 L231 L097   0 3 

  2   61 S3874 S0280 L021 L068 L462   1* 3 

 

6.4 模模模型型型II求求求解解解结结结果果果

通过邻接算法与规划算法均可求出各目标全局最优解；下面报表中按字典序分别给出六个

实例同时考虑公汽、地铁的乘车方案；其中加*号项表示该项指标最优。

Table 2-1：模型II乘车方案表(总耗时包括始发等待时间)

S3359 

 

S1828 

1* 104 S1784 L436 L167 0 3* 

1 140 S2364 L469 L217 1* 3 

2 67 S3697 S1784 L484 L485 L167 0 3 

2 79 S1842 S1671 L123 L475 L041 1 3 

4 65* S2903,D12,D37,S1671 L15,L201,T02,L428,L41 - 7 
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Table 2-2：模型II乘车方案表(总耗时包括始发等待时间)

S1557 

 

S0481 

2* 109 D20 S3186 L084 L189 L460 0 3* 

2   121 D20 S1402 L084 L030 L460 1 3

2   121 D20 S1402 L363 L030 L460 1 3

3 102* S1919 S3186 S903 L84 L189 L91 L239 - 4

S0971 

 

S0485 

1* 131 S2184 L013 L417 0 3* 

2 99 D01 D21 L094 T001 L051 0 5

2 124 S2324 S2482 L013 L132 L417 1* 4

3 98* D01 D15 3351 L094 T01 L156 L417 - 6

S0008 

 

S0073 

1*   83 D13 L159 L474 0 2* 

2   58 D30 D25 L150 T002 L103 0 5 

2   63.5 D30 D24 L150 T002 L103 1* 5 

3 56.5* D15 D12 D25 L200 T01 T02 L103 - 5 

S0148 

 

S0485 

  2* 90.5 D02 D21 L024 T001 L051 0 5 

  2   109 S0036 S2210 L308 L156 L417 1* 3* 

  3   89.5* D02 D15 S3351 L024 T001 L156 L417 - 6 

S0087 

 

S3676 

  0*   30* - T002   - 3 

  0   33 - L231   - 1* 

  0   42 - L381   - 1 

 

7 模模模型型型III的的的分分分析析析与与与建建建立立立

本模型主要以出行总时间最省为主要目标，同时考虑转乘次数尽量少，行程费用最少，转

乘点始发站最多。有向赋权图中任意两点之间的时间权值有乘车时间t1ij和步行时间t2ij，此时对

应乘车决策变量为xij(0-1变量)，步行决策变量为yij (0-1变量)。

7.1 目目目标标标分分分析析析

综合考虑步行因素后，只改变了出行总耗时（总等待时间+换乘步行时间+乘车时间+步步步
行行行时时时间间间）：

Min T1 + T2 +
∑

(i,j)∈E

t1ijxij +
∑

(i,j)∈E

t2ijyij (11)

7.2 约约约束束束分分分析析析

同一线路段只能够在步行与乘车之间选其一，约束表达为：

n∑

j=1
(i,j)∈E

(xij + yij)−
n∑

j=1
(i,j)∈E

(xji + yji) =





1 (i = s)
−1 (i = e)
0 (i 6= s, e)

(12)

xij + yij ≤ 1 (i, j) ∈ E (13)
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7.3 模模模型型型III的的的建建建立立立

基于前文分析，以式(11)、(8)、(4)为目标，式(5)、(12)、(13)、(9)、(10)为约束，建
立0− 1整数规划模型如下：

Min T1 + T2 +
∑

(i,j)∈E

t1ijxij +
∑

(i,j)∈E

t2ijyij

Min
∑

(i,j)∈E

pijxij − 3(Y D12 + Y D18)

Max
∑

(i,j)∈E

fij · xij

S.T.





∑
(i,j)∈E

xij − 1 ≤ c

n∑
j=1

(i,j)∈E

(xij + yij)−
n∑

j=1
(i,j)∈E

(xji + yji) =





1 (i = s)
−1 (i = e)
0 (i 6= s, e)

xij , yij ∈ {0, 1} (i, j) ∈ E

xij + yij ≤ 1 (i, j) ∈ E
∑

j=M
Zij=2
(i,j)∈E

xij ≥ Y M

∑
i=M

Zij=2
(i,j)∈E

xij ≥ Y M





M = D12, D18

0 ≤ Y D12 + Y D18 ≤ 1

7.4 模模模型型型III算算算法法法（（（略略略）））

8 结结结果果果分分分析析析、、、模模模型型型的的的评评评价价价与与与推推推广广广（（（略略略）））
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Best-routing algorithm and model for public transportation systems
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Abstract:In this paper, the information of direct and circle lines is abstracted respectively at first, and

cellular array in MATLAB software is used as the carrier to establish a database named Q which stores

all the relative information of each direct bus. We build different non-negative directed weighted graph

and corresponding weighted matrix referring to different needs of users (the times of bus changing, total

time, total expenditure and whether it’s a starting station of this bus) . Subsequently, we establish

multi-objective linear programming models respectively based on all the analysis carried out above.

In order to balancing the space and time complexity of algorithm, Line Intersection Algorithm[5] is

used to give the feasible solutions when the times of bus changing are less than or equal to two, while

Adjacency Algorithm and linear programming method can be adopted when the times are more than

two.Finally,integrated solutions are displayed in dictionary sort to the user terminal.

Keywords:Directed weighted graph ,Adjacency algorithm ,Dictionary sort
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