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【摘要】 

本文深入研究了具有供求平衡、有序卸货特点的运输问题，建立最优化模型求

解最小运费，采用启发式算法安排每辆车的运载方案。 

在问题一的假设下，可以得出每次出车行程均相同的规律，显然存在贪婪因子

（每次行车费用=运载费用+空载费用）。采用贪婪算法，在卸货顺序约束下对每次

出车求局部最小费用且尽可能满载，最后得出全局解。通过启发式算法配车得到 6

辆车分别工作 7.2511、7.0835、7.4187、6.1696、5.8344、5.8344(小时)，总费用 4771.2

元，总运次 27 次（具体运载方案见 5.1.3）。 

在问题二的假设下，由于题中路程唯一，车速不变，可以得出如下定理： 

一、车辆载重行程是各公司到港口最短路，且载重费用固定不变(5.2.1 证明)； 

二、车辆当且仅当运完最后一件货才调头（5.2.1 证明）； 

推论：运载里程与空载里程相同，且每次出车均不绕圈工作。 

以所有定理为基础，加入卸货顺序约束，车容量约束，公司需求约束，以每次

运输量 ijkP 为决策变量，最小总费用为目标，建立混合动态规划模型，使用 LINGO

软件编程求解最小运费及运次方案，通过启发式算法配车得到 4 辆车分别工作

6.917、7.3838、5.7839、6.5338(小时)，总费用 4485.6 元，总运次 29 次（具体运载

方案见 5.2.5）。 

问题三讨论存在多种容量货车时的运载方案，易证定理一、二及推论成立，在

问题二模型基础上，引入 0-1 变量控制每次出车类型、车容量、空载费用，同样以

每次运输量 ijkP 为决策变量，最小总费用为目标，建立混合动态规划模型，对求解

结果（最小运费、运次方案，见 5.3.2）按启发式算法配车，需要一辆 6 吨位车，工

作 7.4171（小时），运送 5 次；两辆 8 吨位车，工作时间分别为 7.3005、7.135（小

时），共运送 16 次（具体运载方案见 5.3.4）。 

通过问题 3 结果分析，存在定理三：当空载运输路程大于 100

3
公里的条件下才有

可能存在 4 吨位车的使用。本题的空载运输路程都小于 100

3
公里，说明并不需要使

用 4 吨位的车，而且从全局考虑为了个别出车添加派车非常不符合实际情况，同时

也不具有经济优势。 

 

 

 

 



1 问题重述 

某地区有 8个公司（如图一编号①至⑧），某天某货运公司要派车将各公司所需的

三种原材料 A,B,C从某港口（编号⑨）分别运往各个公司。路线是唯一的双向道路（如

图一）。货运公司现有一种载重 6吨的运输车，派车有固定成本 20元/辆，从港口出车

有固定成本为 10元/车次（车辆每出动一次为一车次）。每辆车平均需要用 15分钟的时

间装车，到每个公司卸车时间平均为 10分钟，运输车平均速度为 60公里／小时（不考

虑塞车现象），每日工作不超过 8小时。运输车载重运费 1.8元/吨公里，运输车空载费

用 0.4元/公里。一个单位的原材料 A,B,C 分别毛重 4吨、3吨、1吨，原材料不能拆分，

为了安全，大小件同车时必须小件在上，大件在下。卸货时必须先卸小件，而且不允许

卸下来的材料再装上车，另外必须要满足各公司当天的需求量（见图二）。  

问题：1.货运公司派出运输车 6辆，每辆车从港口出发（不定方向）后运输途中不允许

调头，应如何调度（每辆车的运载方案，运输成本）使得运费最小。 

2. 每辆车在运输途中可随时调头，若要使得成本最小，货运公司怎么安排车辆数？应

如何调度？ 

3.（1）如果有载重量为 4吨、6吨、8吨三种运输车，载重运费都是 1.8元/吨公里，

空载费用分别为 0.2，0.4，0.7元/公里，其他费用一样，如何安排车辆数和调度方案？ 

（2）当各个公司间都有或者部分有道路直接相通时，分析运输调度的难度所在，给出

你的解决问题的想法（可结合实际情况深入分析）。 

2 模型假设 

(1) 港口的容量足够大，多辆运输车同时到达港口时不会发生阻塞现象； 

(2) 多辆运输车可以在港口同时装车，不必等待； 

(3) 双向道路上没有塞车现象； 

(4) 8 个公司之间没有优先级别，货运公司只要满足他们的需求量就可以； 

(5) 运输车完成当日的运输任务之后，回到港口； 

3 符号说明和名词约定 

ijkP  第 i 次送货到第 j 个公司的第 k 种货物的单位数 单位 

kW  1 单位第 k 种货物的重量 吨 

1 jD  从港口到第 j 个公司的顺时针距离 公里 

2 jD  从港口到第 j 个公司的逆时针距离 公里 

iB  第 i 车次的空载费用 元 

jkG  第 j 个公司第 k 种货物的需求量 单位 

 

顺时针距离：运输车从港口出发，按顺时针方向沿着环形路线达到某公司经过的距离； 

逆时针距离：运输车从港口出发，按逆时针方向沿着环形路线达到某公司经过的距离； 

最短距离：  港口和公司的最短路的路程。 



4 问题分析 

运输过程的最大特点是三种原料重量不同，分为大小件，当大小件同车，卸货时必

须先卸小件，而且不允许卸下来的材料再装上车，要区别对待运输途中是否可以调头的

费用。在问题一中，运输途中不能调头，整个送货路线是一个环形闭合回路，如果沿着

某一方向同时给多家公司送货时，运输车必须为距离港口近的公司卸下小件，为距离港

口远的公司运送大件；而在问题二中，运输途中可以调头，可以首先为远处公司运送小

件，在返回途中为距离较近的公司卸下大件。 

运费最小是货运公司调度运输车的目标，运费包括派车固定成本、从港口出车成本、

载重费用和空载费用。 

建立模型时，要注意以下几方面的问题： 

目标层： 

如果将调度车数、车次以及每车次的载重和卸货点都设为变量，模型中变量过多，

不易求解。由于各辆运输车之间相互独立，可以将目标转化为两个阶段的求解过程，第

一阶段是规划车次阶段，求解车次总数和每车次的装卸方案；第二阶段是车辆调度阶段，

安排尽量少的车辆数，每车次尽量满载，使总的运费最小。 

约束层： 

(1) 运输车可以从顺时针或者逆时针方向送货，要考虑不同方向时的载重费用； 

(2) 大小件的卸车顺序要求不同原料搭配运输时，沿途必须有序卸货； 

(3) 每车次的送货量不能超过运输车的最大载重量； 

(4) 满足各公司当日需求。 

5 建立模型 

5.1 问题一 
5.1.1 车次规划模型的分析 

车次规划阶段只涉及到载重费用、空载费用和港口出车费用。运输途中不能掉头，

所以每车次都是沿闭合回路绕圈行驶。 

第一、约束分析 

(1) 大小件卸货顺序的限制： 

运输途中不能掉头，所以为某些公司送货时，运输车从港口出发，按顺时针方向沿

闭合回路绕行，为其它公司送货时，按逆时针方向沿闭合回路绕行。公司和港口之间存

在顺时针距离和逆时针距离，如下： 

 

公司编号 ① ② ③ ④ ⑤ ⑥ ⑦ ⑧ 

顺时针距离 8 15 24 29 37 45 49 55 

逆时针距离 52 45 36 31 23 15 11 5 

 

根据 3种原料的重量和运输车的最大运载量可以看出，A和 C可以搭配运输，B和 C

可以搭配运输，而 A 与 B不能同车运输。不论是以顺时针方向送货还是以逆时针方向送

货，当大小件搭配运输时，必须首先卸下小件，在后续公司卸下大件。我们把这种特点

总结如下： 



特点I  

若在第 j个公司卸下的是大件 A，说明本车次的货物已经卸完，不能够再为后续公

司运送小件 C（A与 B不能同车运输，更不可能有 B）； 

特点II  

若在第 j个公司卸下的是 B，说明本车次的货物已经卸完，不能够再为后续公司运

送小件 C。 

基于以上特点，提取遍历思想： 

将 8个公司看作闭合回路上的 8个点，对送货顺序的制定，根据卸货时必须先卸小

件的原则，第 j个点之前的情况不予研究，只要符合“先小件后大件”的原则就可以。

而每次卸货对后续公司的影响就必须满足特点Ⅰ和特点Ⅱ。以 4 号公司为例，在此处卸

下 1单位的原料 A，若本车次是以顺时针方向送货的，可以在 1～3公司卸下原料 C，但

是不能为 4号公司的后续公司提供任何原料。 

这样通过对每一点的遍历控制，达到本车次在整个回路中不发生卸货大小顺序紊乱

的目的。假设 ijkP 表示第 i 车次送货到第 j 个公司的第 k 种货物的单位数，k=1、2、3 依

次代表原料 A、B、C，那么遍历思想的特点Ⅰ和特点Ⅱ，以数学语言描述如下： 

 如果顺时针方向送货，如右图所示。从 1 号公

司依次往后遍历，直到第 7 个公司。而第 8 个

公司之后是港口，就没有必要判断 8 号公司的

卸货情况对后续公司的影响。对第 j（j＝1„7）

个公司来说，它的后续公司是 j＋1～8 号公司，

因此 

Ⅰ 当第 j 个公司卸下原料 A 时，约束方程为 
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Ⅱ 当第 j 个公司卸下原料 B 时，约束方程是         
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原料 A 和 B 不能同车，所以将Ⅰ、Ⅱ两种情况归一：  
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 如果逆时针方向送货，如右图所示。从 8

号公司开始遍历，直到 1 号公司。对第对第

j（j＝8„2）个公司来说，它的后续公司是

1～j－1号公司，因此 

 

Ⅰ 当第 j 个公司卸下原料 A 时，约束方程为 
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Ⅱ 当第 j 个公司卸下原料 B 时，约束方程是         
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逆时针行驶示意图 
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原料 A 和 B 不能同车，所以将Ⅰ、Ⅱ两种情况归一： 
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由于运输途中不能掉头，每车次只能以一种方向绕行闭合回路，上述分析的顺时针

和逆时针的遍历不可能同时发生。引入 0－1变量 1iX 、 2iX  

1iX ＝1表示顺时针方向送货， 2iX ＝1表示逆时针方向送货 
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这样就很好地实现了每车次单向运输，并且有序卸货的目的。 

 

(2)每车次的载重不超过运输车的最大载重量 

假设 ijkP 表示第 i 车次送货到第 j 个公司的第 k 种货物的单位数， kW 表示第 k 种货物

1 单位的重量，那么第 i 车次的载重必须小于运输车的最大载重量 6 吨 
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(3)送货量满足公司当日需求 

假设运载次数为 N, 运输完毕后，每个公司各种货物的需求都得到满足，设第 j各

公司需要第 k种货物的单位数为 jkG ,则 
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第二、目标分析 

(1) 港口出车费用 

港口出车有固定成本为 10元/车次，设一共出车 N次就可以完成运输任务，那么出

车费用为 

 

10N  

 

(2) 空载费用 

首先引入 0－1变量，表示本车次各个公司是否收到过货物。 

当某公司收到货物时 
3
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没有收到任何货物时， 
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f P
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  ，将二者统一，那么 ijf 是 0－1变量。当 ijf ＝1时，表示第 j 个

公司在第 i 车次时没有收到任何货物； ijf =0，表示收到过货物。 

整个运输过程，运输车必须经过 8 个公司，那么，在本车次没有收到任何货物并且

距离港口最远的公司（据运输车的送货方向而定），就是本车次卸货终点，即： 
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其中， 1iX ＝1 时表示第 i 车次按照顺时针方向送货， 2iX ＝1 表示第 i 车次按照逆

时针方向送货。 1 jD 表示第 j 个公司和港口的顺时针距离， 2 jD 表示第 j 个公司和港口的

逆时针距离。 

运输车从卸货终点沿原方向回到港口的距离就是空载距离 
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单位距离的空载费用为 0.4元，所以第 i 车次的空载费用为 
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(3) 载重费用 

由于运输途中不能回头，每 1单位的原料或者以顺时针距离运至公司，或者以逆时

针距离运至公司，运输车载重运费 1.8元/吨公里，因此，第 i 车次的载重运费为 
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5.1.2 建立模型 

 

对车次规划阶段，以每次运输量 ijkP 为决策变量，规划车次阶段的最小运费为目标，

建立混合动态规划模型 
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【模型解释】 

目标    运费 1（包括港口出车费用、载重费用和空载费用）最小，需要运输 N 车次。 

约束（1）～（9） 

(1) 第 i 车次的空载费用； 

(2) ijf =1 时，表示第 j 个公司在第 i 车次时没有收到任何货物； ijf =0，表示收到过          

货物。 

(3) 1iX 和 2iX 都是 0－1 变量。 1iX ＝1 表示第 i 车次按照顺时针方向送货， 2iX ＝1

表示第 i 车次按照逆时针方向送货； 

(4) 原料必须整单位运输； 

 

（5）～（7）属于大小件卸货顺序的约束 

(5) 运输车在顺时针方向送货时，原料 A 和 B不同车，当在第 j个公司卸下 A或者 B

时，本车次不能再为后续公司运送原料 C； 

(6) 运输车在逆时针方向送货时，原料 A 和 B不同车，当在第 j个公司卸下 A或者 B

时，本车次不能再为后续公司运送原料 C； 

(7) 以 1iX  2iX 约束第 i 车次只能够以一种方向送货。 

 

(8) 第 i 车次载重不超过运输车的最大载重量 6 吨； 

(9) 送货量必须满足各公司当天的需求量。 

 

5.1.3 派车方案的确立 

由于问题一的特殊性——总路程一定，具有全局贪心因子（载重费用加上空载费用），

采用贪心算法，在卸货有序的约束下对每次出车求局部最小费用且尽可能满载，最后得

出全局解。具体算法如下： 

整个环形闭合回路总长60公里，为了使运费最小，则每次运输应尽量满载，以减少

运输次数，每次运输应在30公里以内尽量全部将货卸完（注意大小件约束），以减少运



费。其次要尽量减少卸车次数，减少运输时间。 

特例说明：当满载与运输次数冲突时，要依据实际情况进行分析。例如，最终4号公

司与5号公司分别需要1单位的原料B，虽然4号公司的顺时针距离小于逆时针距离，以顺

时针方向运输时，费用较低；而5号公司的逆时针距离小于顺时针距离，以逆时针方向

运输时，费用较低。从表面上看，这需要2车次才能完成运输任务，但实际上比较经济

的方法是按逆时针方向一次为4和5号公司运输完毕。此时的运输费用将比分两次运输节

省14.8元，时间节省1.25小时。若顺时针运输一次完毕，运输费用将比分两次运输多花

52.4元，时间节省1.25小时，是最差的方案。 

由于此处给定6辆车，安排相对比较合理时，运输时间就成为次要因子，只需比较总

费用即可。采取运费较省的方案。当两种运费相同时，再考虑时间因子。 

派车方案： 

表1 

车辆 次数 公司 货物 时间（小时） 运费（元） 
各车工作时

间（小时） 

1 

1 1 A 和 2C 1.4167 

583.4 7.2511 

2 1 A 和 2C 1.4167 

3 1 A 和 C 1.4167 

4 1 A 1.4167 

5 1,2 B B 1.5843 

2 

1 2 A 和 2C 1.4167 

1128.4 7.0835 

2 2 2B 1.4167 

3 2 2B 1.4167 

4 3 A 和 2C 1.4167 

5 3 A 和 2C 1.4167 

3 

1 4 A 和 2C 1.4167 

1030.4 7.4187 

2 4 A 1.4167 

3 4 A 1.4167 

4 8,7 A和C  C 1.5843 

5 8,6 A  2C 1.5843 

4 

1 8,6 A   C 1.5843 

484.2 6.1696 
2 8,5 A 2C 1.5843 

3 8,5 A  2C 1.5843 

4 8 2B 1.4167 

5 

1 8，5 B B 1.5843 

641.2 5.8344 
2 7 A 和 2C 1.4167 

3 7 A 和 2C 1.4167 

4 7 2B 1.4167 

6 

1 6 2B 1.4167 

903.6 5.8344 
2 6 2B 1.4167 

3 5 A 1.4167 

4 5,4 B B 1.5843 

总运

费 
4771.2 元 

表1将派车方案清楚的展现了出来，需要6辆车，每车次在公司哪个卸货、卸货的种

类和数量以及需要的时间和运费一目了然。从表1的最后一列可以看出，各车的工作时

间是比较长的，劳动强度较大。 

 



5.2 问题二 
5.2.1 两个定理的证明 

定理一、车辆当且仅当运完最后一件货物时才调头 

途中允许调头，运输车可以先为较远的公司送去小件原料，然后调头，为比较近的

公司送去大件。从表面上看，这样运输能够节省车次，降低出车费用。但我们通过分析，

在本题中，载重调头运输并不能降低费用。证明过程如下： 

 

在上图中，记O点为港口，N、M为两公司。M到港口的距离是S1，NM两个公司之

间的距离为S2。假设将两种货物a和b（重量分别为x吨、y吨），分别运往N和M两公司，

现有两种运输方案： 

1.若先运货a、b到N，将a卸到N，调头返回，将货物b运往M，那么a必为C原料（x

＝1），b为A或B（3 4y  ），记运费用为f1  

2.若先单独运送货物a到N，返回港口后，再次出车，将货物b运往M，即出车两次，

记运费用为f2。 

 两种方案需要的车辆相同时， 

为比较两种运输方式费用的大小，两种运输的种类质量均相同，记： 1 2f f f   

若f > 0恒成立，则载重调头送货不节省费用，通过数据处理提取函数： 

2 1 23.6 10 0.4( )f y s s s       

因为                             4 3y   

并且N、M两公司在本题中的最小距离 2 4s   

代入到 f 中，化简得到 

min 131.6 0.4f s   

令                              m i n 13 1 . 6 0 . 4 0f s    

得到                             1 75s   

而港口到所有公司最短路的最大值为29公里，所以 

min 0f  恒成立。 

说明前一种花费较高。 

 方案二比方案一需要的车辆多时 

第二种方案是出车两次，运输时间较长，在 8 小时的工作时间内，可能会比调头载

重运输时多安排车辆，派车费用增加。我们考虑一种最差情况，因多运一次而增派一辆

车，此时有 

N 

O 

M S1 

S2 



min 111.6 0.4 0f s    

得到                               1s 2 9  

因为港口到所有公司的最短路径       1 29s   

所以                               m i n 0f   

 

综上，载重调头运输花费较高。证明了以运费用最小为目标时，车辆当且仅当运完

最后一件货物时才调头。 

定理一的推论：运载里程与空载里程相同，且每次出车均不绕圈工作。 

 

定理二、车辆载重行程是各公司到港口的最短路，且载重费用固定不变 

在定理一的基础上，车辆当且仅当运完最后一件货才调头，且每次出车均不绕圈工

作，那么每一单位的原料都可以由最短路径运至需货公司。我们变换视角，从宏观的角

度看去，对8个公司所需货物的数量分别乘以公司和港口的最短距离和载重单价（1.8元/

吨公里）就是将货物运至公司的载重费用，载重费用因子：货物的数量、公司和港口的

最短距离、载重单价都是定值，因此，载重费用是固定不变的。 

 

5.2.2 规划车次模型的分析 

8 个公司到港口的最短距离如下： 

公司 1 2 3 4 5 6 7 8 

最短距离（公里） 8 15 24 29 23 15 11 5 

上文已经证明了车辆载重行程是各公司到港口的最短路，以 4 号和 5 号公司为界，

为 4 号以及它左侧的公司送货时，应该顺时针行驶，为 5 号以及它右侧的公司送货时，

应该逆时针行驶，当且仅当运完最后一件货物时才调头。 
 

⑨ 

⑧ 

⑦ 

⑥ 

⑤ 

④ 
③ 

② 

① 

8 公里 

7 公里 

9 公里 

5 公里 

8 公里 

8 公里 

4 公里 

6 公里 

5 公里 
港口 

 
 

约束分析： 

运输过程大小件可以搭配运输（A 和 C、B 和 C），存在有序卸货问题；每车次的送

货量限制以及公司的需求量限制。 

(1) 大小件卸货顺序的限制： 

和问题一中的遍历思想相同：若在第 j 个公司卸下的是大件 A，说明本车次的货物

已经卸完，不能够再为后续公司运送小件 C；若在第 j个公司卸下的是 B，说明本车次

的货物已经卸完，不能够再为后续公司运送小件 C。设 ijkP 表示第 i 车次送货到第 j 个公



司的第 k 种货物的单位数。 

所以，为 1至 4 号公司送货时，约束方程为 

 
4

1 2 3

1

0ij ij iJ

J j

P P P
 

    

为 5 至 8 号公司送货时，约束方程为 

 
1

1 2 3

5

0
j

ij ij iJ

J

P P P




     

对于同一车次，只能沿一种方向行驶，约束方程为 
4 3 8 3

1 1 5 1

0ijk ijk

j k j k

P P
   

   
    
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(2) 每车次的载重不超过运输车的最大载重量 

假设 ijkP 表示第 i 车次送货到第 j 个公司的第 k 种货物的单位数，
kW 表示第 k 种货物

1 单位的重量，那么第 i 车次的载重必须小于运输车的最大载重量 6 吨 

 
8 3

1 1

6ijk k

j k

P W
 

  

(3) 送货量满足公司当日需求 

假设运载次数为 N, 运输完毕后，每个公司各种货物的需求都得到满足，设第 j各

公司需要第 k种货物的单位数为 jkG ,则 

1

N

ijk jk

i

P G


   

目标分析 

(1) 港口出车费用 

港口出车有固定成本为 10元/车次，设一共出车 N次就可以完成运输任务，那么出

车费用为 

10N  
 

(2) 载重费用 

在 5.2.1中已经证明了车辆载重行程是各公司到港口的最短路，且载重费用固定不

变。设 jD 表示第 j 个公司到港口的最短距离，所以总的载重费用为 

 
8 3

1.8 ijk k j

j k

P W D  

(3) 空载费用 

取
3

1

1%(1 )ij ijk

k

f P


  ，那么 ijf 是 0－1 变量。当 ijf ＝1时，表示第 j 个公司在第 i 车

次时没有收到任何货物； ijf =0，表示收到过货物。 

整个运输过程，运输车必须经过 8 个公司，那么，在本车次没有收到任何货物并且

距离港口最远的公司（据运输车的送货方向而定），就是本车次卸货终点，之后运输车

调头按原路返回。空载费用可以表示为 

 
8

1
0.4maxi j ij

j
B D f


  

规划车次阶段的运费即为港口出车费用、载重费用和空载费用之和。 



5.2.3 建立模型 

在规划车次阶段，以每次运输量 ijkP 为决策变量，规划车次阶段的最小运费为目标，

建立混合动态规划模型 
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【模型解释】 

 
 

目标 规划车次阶段的运费（包括港口出车费用、载重费用和空载费用）最小，需要运

输 N 车次 

约束 (1)  第 i 车次的空载费用 

(2)  ijf ＝1 时，表示第 j 个公司在第 i 车次时没有收到任何货物； ijf ＝0，表示收到

过货物 

 

 

大 小 件 卸

货 顺 序 的

约束 

   

(3)

 

运输车为 1 至 4 号公司送货时，顺时针行驶，原料 A和 B不同车，当在第 j（1„

3）个公司卸下 A 或者 B时，本车次不能再为后续公司运送原料 C 

(4)

 

运输车为 8 至 5 号公司送货时，逆时针行驶，原料 A和 B不同车，当在第 j（„

8）个公司卸下 A 或者 B时，本车次不能再为后续公司运送原料 C 

(5)

 
对于同一车次，运输车只以一种方向行驶 

  (6)  每一车次的运载量不超过运输车的最大载重量 6 吨 

  (7)  送货量必须满足各公司当天的需求量 

  (8)  原料必须整单位运送 

 



5.2.4 规划车次模型求解 

 

由于定理二的成立，可以对模型进行如下变化 

 

优化一：目标优化，将常量（载重运费）预先计算 3949.2 元，代入目标，可提高目

标计算速度(LINGO 软件在全局寻优时没改变一次变量值需要重复计算目标值)，也可以

直接取消。 

 

优化二：模型分步求解，通俗的理解：1~4 号公司单独运用模型求解，5~6 号公司

单独运用模型求解。这样做的好处是还可以取消约束（11），取消等式约束大大减少了

软件求解复杂度，人为地提高了算法效率。 

 

具体 LINGO 程序见（x.xx），在求解时需使用 全局最优设置 

 

变量解释：P(i,j,k)表示第 i 次送货到第 j 个公司的第 k 种货物的单位数 

 
1～4 号公司 

【取消常量（载重运费）】 

5～8 号公司 

【取消常量（载重运费）】 

目标值 

（空车费） 
99.60000 66.80000 

决策变量 

（非 0 值） 

P(1, 1,1)=1 

P(1, 1,3)=1 

P(2, 4,1)=1 

P(3, 2,2)=1 

P(3, 4,2)=1 

P(4, 4,1)=1 

P(4, 4,3)=2 

P(5, 2,2)=2 

P(6, 1,1)=1 

P(6, 1,3)=1 

P(7, 2,1)=1 

P(7, 2,3)=1 

P(8, 3,1)=1 

P(8, 3,3)=1 

P(9, 1,2)=1 

P(9, 1,3)=1 

P(10,2,2)=2 

P(11,1,1)=1 

P(11,1,3)=1 

P(12,1,1)=1 

P(12,1,3)=1 

P(13,3,1)=1 

P(13,3,3)=2 

P(14,2,3)=1 

P(14,3,3)=1 

P(14,4,1)=1 

P(1 ,8,2)=2 

P(2, 8,1)=1 

P(3 ,7,1)=1 

P(3 ,7,3)=2 

P(4 ,8,1)=1 

P(5 ,6,2)=2 

P(6 ,8,1)=1 

P(7 ,8,2)=1 

P(7 ,8,3)=1 

P(8 ,8,1)=1 

P(9 ,5,2)=1 

P(9 ,5,3)=1 

P(9 ,6,3)=2 

P(10,5,2)=1 

P(10,5,3)=1 

P(10,6,3)=1 

P(10,7,3)=1 

P(11,7,2)=2 

P(12,5,1)=1 

P(12,5,3)=2 

P(13,7,1)=1 

P(13,7,3)=2 

P(14,6,2)=2 

P(15,8,1)=1 

 

5.2.5 派车方案的确立 

在问题一的基础上，因增加了随时调头，车辆不限的条件，派车时需注意时间因子

的变化，因其会影响车辆的调度，运输时仍应尽量满载，对于无法满载的情况，应尽量

出现在距港口较近的公司。以减少空载运输费。确定运输车辆时，应首先对每次运输时

间进行计算，得出总共工作时间，通过工作上限，确定最少车辆数，求出车辆平均工作



时间，派车时，使每辆车工作时间尽量接近平均工作时间，得出较优调度方案。 

1～4 号公司（顺时针运输） 

车辆 次数 公司 货物 时间（小时） 运费（元） 
工作时间 

（小时） 

第一辆 

 

1 4 A和2C 1.3834 1353.6 6.917 

2 4 A 1.3834 

3 4 A 1.3834 

4 2,4 B B 1.5501 

5 3 A和2C 1.2167 

第二辆 

1 3 A和2C 1.2167 1244.4 

 

7.3838 

2 2 2B 0.9167 

3 2 2B 0.9167 

4 1 A和2C 0.6834 

5 1 B和3C 0.6834 

6 1 A 0.6834 

7 1 A 0.6834 

8 1 A 0.6834 

9 2 A和2C 0.9167 

 

8～5 号公司（逆时针运输） 

车辆 次数 公司 货物 时间 运费（元） 
工作时间 

（小时） 

第三辆 1 8 2B 0.5834 

685.2 5.7839 

2 8 A 0.5834 

3 7 A 和 2C 0.7834 

4 8 A 0.5834 

5 6 2B 0.9167 

6 8 A 0.5834 

7 8 B 和 C 0.5834 

8 8 A 0.5834 

9 8 A 0.5834 

 

第四辆 

1 5,6 BC 2C 1.3501 

1202.4 6.5338 

2 5,6,7 B 和 C C C 1.5168 

3 7 2B 0.7834 

4 5 A 和 2C 1.1834 

5 7 A 和 2C 0.7834 

6 6 2B 0.9167 

总运费共计 4485.6 元 

5.2.6 结果分析 

问题一和问题二的唯一区别是运输途中可否调头，前者运输车只能绕圈行驶，后者

运输车在卸完全部货物之后，调头空车返回。从派车方案来看，问题二通过对运输规则

的改变，总运费明显降低，并且只调度了 4 辆车，各车劳动强度降低，这对与行车安全

也是有利的，综上，可随时调头的派车方案更具有实际意义。 

 

5.3 问题三 
依然将实现最小运费的目标转化为两个阶段实现：规划车次阶段和调度车辆阶段。

现有 3 种运输车，单位载重费用相同，但是单位空载距离费用不同。每一次出车都有三

种车可以选择。从问题一和问题二中，可以看出问题二的可以调头的方案运费较小，所



以，本题的运输过程分为 2 种情况：一是为 1 至 4 号公司送货时，应该顺时针行驶，为

5 号至 8 号公司送货时，应该逆时针行驶。每次运货当且仅当运完最后一件货物时才调

头。车辆载重行程是各公司到港口的最短路，且载重费用 

 
8 3

1.8 ijk k j

j k

P W D  

还是固定的，但是由于各种车的单位空载距离费用不同，空载费用的计算方法需要稍加

改变。而有序卸货的问题仍可以通过遍历思想很好的解决。现将问题三的模型分析如下： 

第一、运费的分析 

引入变量 0－1 变量 ihQ ，表示第 i 车次是否使用第 h 种车。因为每一车次最多需要

1 辆车，所以 
3

1

ih

h

Q


  1 

若第 i 次一辆都不使用，就表示总需求已经被满足，运输任务结束。 

 

（1）一共出车 N 次，每一次出车费用为 10 元，所以总出车费用为 
3

1

10 ih

h

Q N


   

（2）载重费用 

设 ijkP 表示第 i 车次送货到第 j 个公司的第 k 种货物的单位数， kW 表示第 k 种货物 1

单位的重量， jD 表示第 j 个公司到港口的最短距离，运输车将每 1 单位的原料按照最短

路径运至需货公司，那么载重费用为 

 
8 3

1.8 ijk k j

j k

P W D  

（3）空载费用 

取
3

1

1%(1 )ij ijk

k

f P


  ，那么 ijf 是 0－1 变量。当 ijf ＝1时，表示第 j 个公司在第 i 车

次时没有收到任何货物； ijf =0，表示收到过货物。 

整个运输过程，运输车必须经过 8 个公司，那么，在本车次没有收到任何货物并且

距离港口最远的公司（据运输车的送货方向而定），就是本车次卸货终点，之后运输车

调头按原路返回。设第 h 种运输车的单位距离空载费用为 hM ，用 0－1 变量 ihQ 控制每

车次出车数量不超过 1，空载费用可以表示为 

   
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规划车次阶段的运费包括港口出车费用、载重费用和空载费用 3 部分。 

 

第二、约束条件的分析 

本题的行车方案和问题二是相同的，虽然此时原料 A 和 B 在使用 8 吨载重量的车时

也可以同车，但是“先卸小件后卸大件”的原则不能违背。即若在第 j个公司卸下的是

大件 A，说明本车次的货物已经卸完，不能够再为后续公司运送 B和 C；若在第 j个公

司卸下的是 B，说明本车次的货物已经卸完，不能够再为后续公司运送小件 C。所以卸



货的有序性和问题二的约束一致，货运公司的送货方案应该满足各个公司的需求量的约

束也是一样的，就不再一一列举了。 

但是，各种运输车的最大载重量是不一样的，设为 hY ，每车次的运输量应该小于所

使用的运输车的最大载重量： 

 
8 3 3

1 1 1

ijk k ih h

j k h

P W Q Y
  

    

 

5.3.1 建立模型 

在规划车次阶段，以每次运输量 ijkP 为决策变量，规划车次阶段的最小运费为目标，

建立混合动态规划模型 
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【模型解释】 

目标  规划车次阶段的运费（包括港口出车费用、载重费用和空载费用）最小，需要

运输 N 车次。 



约束: 

（1） 第 i 车次的空载费用； 

（2） 0－1 变量 ihQ 表示第 i 次派车是否派出第 h 种运输车； 

（3） ijf =1，表示在第 i 次出车时第 j 个公司没收到任何货物； ijf =0，表示收到过货物； 

（4） 第 i 车次的运载总量不超过本次派车的最大载重量，当 ihQ =0 时， ijkP 一定为 0； 

（5） 每次最多只能派出一种车； 

（6） 送货量满足每一个公司的需求量； 

（7）～（11）属于大小件卸货顺序的约束 

（7） 为 1～4号公司送货时，运输车顺时针行驶。当在第 j（j＝1„3）个公司卸下原

料 A时，本车次不能再为后续公司运送 B和 C； 

（8） 为 1～4号公司送货时，运输车顺时针行驶。当在第 j（j＝1„3）个公司卸下原

料 B时，本车次不能再为后续公司运送 C； 

（9） 为 8～5号公司送货时，运输车逆时针行驶。当在第 j（j＝8„6）个公司卸下原

料 A时，本车次不能再为后续公司运送 B和 C； 

（10） 为 8～5号公司送货时，运输车逆时针行驶。当在第 j（j＝8„6）个公司卸下原

料 B时，本车次不能再为后续公司运送 C； 

（11） 第 i 车次只能以一种方向行驶。 

 

5.3.2 规划车次模型求解 

（类似求解问题二）由于定理二的成立，可以对模型进行如下变化： 

优化一：目标优化，将常量（载重运费）预先计算 3949.2 元，代入目标，可提高目

标计算速度(LINGO 软件在全局寻优时没改变一次变量值需要重复计算目标值)，也可以

直接取消。 

优化二：模型分步求解，通俗的理解：1~4 号公司单独运用模型求解，5~6 号公司

单独运用模型求解。这样做的好处是还可以取消约束（11），取消等式约束大大减少了

软件求解复杂度，人为地提高了算法效率。 

 

具体 LINGO 程序见（x.xx），在求解时需使用 全局最优设置 

 

变量解释：P(i,j,k)表示第 i 次送货到第 j 个公司的第 k 种货物的单位数 

F(i , k)表示第 i 次使用第 k 种车 

1～4 号公司，【取消常量（载重运费）】 

目标值 

（空车费） 

P(1,2,2)=1 

P(1,4,2)=1 

P(2,1,1)=2 

P(3,1,2)=1 

P(3,2,2)=1 

P(4,2,3)=2 

P(4,4,1)=1 

P(5,4,1)=1 

P(5,4,3)=2 

P(6,3,3)=2 

P(6,4,1)=1 

P(7,3,1)=1 

P(7,3,3)=2 

P(8,1,3)=1 
P(8,2,1)=1 

P(8,2,2)=1 

(0-1 变量)                     对偶价 

F( 1, 2)        1.000000            0.000000 

F( 2, 3)        1.000000            0.000000 

F( 3, 2)        1.000000            2.700000 

F( 4, 2)        1.000000            0.000000 

F( 5, 2)        1.000000            0.000000 

F( 6, 2)        1.000000            0.000000 

F( 7, 2)        1.000000            0.000000 

F( 8, 3)        1.000000           -2.700000 

F( 10, 3)       1.000000           -2.700000 

F( 11, 3)       1.000000           -4.800000 

F( 12, 2)       1.000000            0.000000 

（注：对偶价表示松弛程度） 

213.8000 

 



P(10,1,3)=2 

P(10,2,2)=2 

P(11,1,1)=2 

P(12,1,3)=2 

P(12,3,1)=1 

5～8 号公司，【取消常量（载重运费）】 

目标值 

（空车费） 

P(1,6,2)=2 

P(1,6,3)=1 

P(1,7,3)=1 

P(2,5,2)=2 

P(2,5,3)=2 

P(3,8,2)=2 

P(4,5,1)=1 

P(4,5,3)=2 

P(4,7,3)=2 

P(5,8,1)=2 

P(6,7,2)=2 

P(6,7,3)=2 

P(7,8,1)=1 

P(7,8,2)=1 

P(7,8,3)=1 

P(8,7,1)=2 

P(9,8,1)=2 

P(10,6,2)=2 

P(10,6,3)=2 

(0-1 变量)                     对偶价 

F( 1, 3)        1.000000            0.000000 

F( 2, 3)        1.000000            0.000000 

F( 3, 2)        1.000000            0.000000 

F( 4, 3)        1.000000            0.000000 

F( 5, 3)        1.000000            0.000000 

F( 6, 3)        1.000000            0.000000 

F( 7, 3)        1.000000            0.000000 

F( 8, 3)        1.000000           -3.600000 

F( 9, 3)        1.000000           -5.400000 

F( 10, 3)       1.000000           -2.400000 

（注：对偶价表示松弛程度） 

 

5.3.3 结果分析 

从求解结果可以看出，派车方案中没有调度载重量是 4 吨的运输车，我们可以论证，

这是非常合理的，并且具有现实意义。论证如下： 

假设 8 吨位车与 4 吨位车都运 8 吨货物且行驶相同里程数 x（公里），则费用分别为： 

 

0.7 10

0.2 10 0.2 10

x

x x



  
 

 

当且仅当0.7 10 0.2 10 0.2 10x x x     时，使用 4 吨位车比较经济，解得： 

 

100

3
x   

而本题环形回路的一半路程为 30 公里，小于
100

3
公里，说明并不需要使用 4 吨位的

车，而且从全局考虑为了个别出车添加派车是非常不符合实际情况，同时也不具有经济

优势。 

经过以上论述，说明本文的派车方案是可行的。 

 

5.3.4 派车方案的确立 

 

与问题二不同的是，此时有三种不同载重量的运输车可以选择，对规划车次模型的

结果进行分析，可知：6 吨载重量的车选用了 7 次，总工作时间是 9.7125 小时。若全部

采用 6 吨载重量的车，将采用两辆；而载重为 8 吨的车必须用两辆时，时间却很充裕，

若用 8 吨载重量的车剩余时间去代替 6 吨车运输一部分（选择运输时间偏短的两次运输，

即距离港口最近的两次运输），那么仅需 3 辆车，2 辆 8 吨位车，1 辆 6 吨位车，空载



运输费用相应增加一点，但增加的运输费用小于 20 元，即小于增开一辆 6 吨运输车的

费用，因此选择用 8 吨车代替 6 吨车运输一部分这一方案，使得运费较少。派车方法和

问题二（卸货完毕之后调头返回港口），得出较优答案如下： 

 

载量 车辆 次数 公司 货物 
时间 

（小时） 

运费 

（元） 

总时间（小

时） 

6 吨 

第一辆 1 2,  4 B,  B 1.5501 

1436.4 7.4171 

2 2,  4 2C,  A 1.5501 

3 4 2C,  A 1.3834 

4 3,  4 2C,  A 1.5501 

5 1,  3 2C,  A 1.3834 

8 吨 

第二辆 1 1 2A 0.6834 

1504.8 7.3005 

2 1,  2 B,   B 1.0834 

3 6 2B,  2C 0.9167 

4 1,  2 C,  AB 1.0834 

5 1,  2 2C,  2B 1.0834 

6 1 2A 0.6834 

7 5 2B,  2C 1.1834 

8 8 2A 0.5834 

第三辆 1 3 2C,  A 1.2167 

1496.9 7.135 

2 5,  7 A2C, 2C 1.3501 

3 7 2B,  2C 0.7834 

4 6,  7 2BC,  C 1.0834 

5 8 A,   B 0.5834 

6 8 2A 0.5834 

7 7,  8 A,   A 0.9501 

8 8 2B,  C 0.5834 

总运 

费 
4338.1 元 

 

6 模型讨论 

在解决货运公司的运输问题时，本文的优点之一是对卸货有序性控制的较好，采用

的是“逐点遍历、以此瞻后”的思想（利用每个公司的卸货情况限制它的后续公司的卸

货情况），既囊括了所有的大小件搭配运输的所有卸货情况，又不显得繁琐难懂。 

优点之二是在解决问题二的过程中，我们反复推敲，严格取证，给出了两个运输过

程特性定理的证明，对解决问题起到了合理的简化作用，这种合理定理的获取也十分具

有现实意义。 

在问题三中，派车方案中不包括 4 吨位的运输车，也经过了证明，说明了派车方案

的可行性。 
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